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Περίληψη: Η σημασία του πίνακα του Eötvös σε διάφορες γεωδαιτικές εφαρμογές πάνω 

στην φυσική γήινη επιφάνεια είναι σημαντική. Τα στοιχεία του πίνακα Eötvös προσδιορί-

ζονται από μετρήσεις με ζυγό στρέψεως. Στην εργασία περιγράφεται η μέθοδος προσδιορι-

σμού των αποκλίσεων της κατακορύφου με μετρήσεις του ζυγού στρέψεως και ταυτόχρονα 

παρουσιάζεται και μια μεθοδολογία για την βελτίωση των σχέσεων της μεθόδου.  

 

 

1 Εισαγωγή 

 

Ο πίνακας Eötvös ή πίνακας του Marussi (συναντάται και ως τανυστής Eötvös ή 

τανυστής του Marussi) είναι η δεύτερη παράγωγος του γήινου βαρυτικού δυναμι-

κού σε ένα σημείο P πάνω ή έξω από την επιφάνεια της γης. Το γήινο βαρυτικό 

δυναμικό υποτίθεται ότι είναι εκφρασμένο σε ένα τοπικό Καρτεσιανό σύστημα 

συντεταγμένων (x, y, z) με κέντρο το σημείο P, ο άξονας z είναι κάθετος στην ισο-

δυναμική επιφάνεια που περνά από το σημείο P με φορά στο εξωτερικό της ισοδυ-

ναμικής επιφάνειας, ο άξονας y είναι εφαπτόμενος της ισοδυναμικής επιφάνειας 

στο σημείο P με φορά το Βορρά και ο άξονας  x  είναι εφαπτόμενος της ισοδυνα-

μικής επιφάνειας με φορά προς την ανατολή. Εάν συμβολίσουμε με  W  το γήινο 

βαρυτικό δυναμικό τότε η δεύτερη παράγωγος του γήινου βαρυτικού δυναμικού 

στο σημείο P στις τοπικές Καρτεσιανές συντεταγμένες ή αλλοιώς ο πίνακας του 

Eötvös στο σημείο P ισούται με  
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Τα στοιχεία του πίνακα του Eötvös σε ένα σημείο της φυσικής γήινης επιφάνειας 

προσδιορίζονται από μετρήσεις με ζυγό στρέψης (torsion balance measurements) 

στο σημείο αυτό. Το μόνο στοιχείο το οποίο δεν μπορεί να προσδιοριστεί από τις 

μετρήσεις αυτές είναι το  Wzz  δηλαδή η κατευθυνόμενη παράγωγος του μέτρου της 
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πραγματικής βαρύτητος κατά την διεύθυνση του φορέα του διανύσματος της 

πραγματικής βαρύτητος (vertical gradient of gravity).  
 
Η χρησιμότητα του πίνακα Eötvös, εκτός από την Βαθμιδομετρία, έγκειται και σε 

διάφορες εφαρμογές πάνω στην φυσική γήινη επιφάνεια. Ο πίνακας Eötvös είναι 

το «κέντρο» του ενδιαφέροντος για το περίφημο «Πρόβλημα Ιδιομορφίας» ή 

“Singularity Problem”. Δηλαδή ο μηδενισμός της ορίζουσας του πίνακα Eötvös 

χαρακτηρίζει ένα σημείο του – εξωτερικού – πεδίου βαρύτητος της γης ως ιδιό-

μορφο (singular). Η συνέπεια είναι ότι στο σημείο αυτό δεν είναι δυνατή η αντικα-

τάσταση (ψεύδο)διαφορικών ανολονομικών συντεταγμένων που σχετίζονται με 

ένα κινούμενο τοπικό αστρονομικό σύστημα με διαφορικά ολονομικών συντεταγ-

μένων (Livieratos, 1976). Μια άλλη εφαρμογή του πίνακα Eötvös είναι ο προσδιο-

ρισμός των αποκλίσεων της κατακορύφου μεταξύ σημείων της φυσικής γήινης 

επιφάνειας στα οποία γνωρίζουμε τις αποκλίσεις αυτές. Η γνώση των αποκλίσεων 

της κατακορύφου είναι απαραίτητη για το προσδιορισμό του γεωειδούς (Völgyesi, 

1993). Τα στοιχεία του πίνακα Eötvös τα οποία περιλαμβάνονται στους τύπους 

των υπολογισμών είναι τα Wxx και Wyy. Μια δεύτερη εφαρμογή είναι ο προσδιορι-

σμός της απόκλισης του γεωειδούς εφαρμόζοντας μια εναλλακτική λύση για την 

αστρονομική χωροστάθμηση (Völgyesi, 2001). Τέλος αναφέρουμε και τον προσδι-

ορισμό ανωμαλιών βαρύτητος πχ για τον βαρυτομετρικό προσδιορισμό του γεωει-

δούς. Τα στοιχεία του πίνακα Eötvös που περιλαμβάνονται στις σχέσεις των υπο-

λογισμών είναι τα Wxz και Wyz. Στην εργασία αυτή θα ασχοληθούμε με τον προσδι-

ορισμό των αποκλίσεων της κατακορύφου με μετρήσεις ζυγού στρέψεως. Ο προσ-

διορισμός των αποκλίσεων της κατακορύφου, εκτός από τα στοιχεία Wxx και Wyy 

του πραγματικού βαρυτικού δυναμικού, περιλαμβάνει και τα αντίστοιχα στοιχεία 

του πίνακα Eötvös για το κανονικό βαρυτικό δυναμικό U. Οι τιμές των στοιχείων 

Uxx και Uyy που χρησιμοποιούνται στις σχέσεις υπολογισμών είναι πάνω σε ένα 

επιλεγμένο ελλειψοειδές εκ περιστροφής. Εδώ θα προτείνουμε μία μέθοδο για να 

προσδιορίζονται αυτές οι τιμές πάνω στο σημείο υπολογισμού στην φυσική γήινη 

επιφάνεια.  

 

 

2 Προσδιορισμός στοιχείων απόκλισης της κατακορύφου με μετρήσεις 
ζυγού στρέψης. 

Θεωρούμε ένα σύνολο σημείων  P1, P2, P3, …, Pn-2, Pn-1, Pn  πάνω στην φυσική 

γήινη επιφάνεια τα οποία σχηματίζουν ένα σύνολο τριγώνων με κοινές πλευρές 

(καλύπτοντας μια σχετικώς μικρή περιοχή) όπως στο παρακάτω σχήμα 
 
Έστω ότι τα στοιχεία της απόκλισης της κατακορύφου (αναφερόμαστε σε απόκλι-

ση κατακορύφου κατά Helmert) συμβολίζονται ως ξ και η. Στα παραπάνω σημεία 

υποθέτουμε ότι έχουν γίνει μετρήσεις με ζυγό στρέψης οπότε είναι γνωστά τα 

στοιχεία του πίνακα Eötvös. Επί πλέον υποθέτουμε ότι στο πρώτο και τελευταίο  
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Σχήμα 1 

 

σημείο (δηλαδή στα σημεία P1 και Pn) είναι γνωστές οι τιμές των μεγεθών της α-

πόκλισης της κατακορύφου. Για το τρίγωνο P1P2P3 έχουμε δύο εξισώσεις 

(Völgyesi, 1993) που αφορούν στις μετρήσεις του ζυγού στρέψης: 
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όπου  

 2121
ξξξ −=Δ   (2.4) 

 2121
ηηη −=Δ   (2.5) 

Αντίστοιχες σχέσεις ισχύουν για τα μεγέθη  Δξ32, Δξ31, Δη32 και Δη31  αντίστοιχα. 

Επί πλέον α12, α23 και α13 είναι τα αζιμούθια των πλευρών  P1P2, P2P3  και  P1P3  

αντίστοιχα, S12, S23 και S13 οι αποστάσεις των πλευρών P1P2, P2P3 και P1P3 αντί-

στοιχα και g μια μέση τιμή βαρύτητος για την περιοχή που βρίσκονται όλα τα ση-

μεία μελέτης. Το τοπικό σύστημα Καρτεσιανών συντεταγμένων (x, y, z) ορίζεται 

στο σημείο  P1.  Επειδή η περιοχή μελέτης επιλέγεται να έχει «μικρή» έκταση υπο-

θέτουμε ότι όλα τα τοπικά Καρτεσιανά συστήματα που ορίζονται στα υπόλοιπα 

σημεία προκύπτουν από παράλληλη μετατόπιση του αρχικού. Βοηθητικές σχέσεις 

είναι οι 
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Οι άγνωστοι για το τρίγωνο P1P2P3 είναι οι Δξ21, Δξ32, Δξ13 και Δη21, Δη32, και Δη13 

(σύνολο έξι) ενώ οι εξισώσεις είναι πέντε. Άρα για τα n-2 το πλήθος τρίγωνα στην 

περιοχή μελέτης έχουμε σύνολο 4n-6 αγνώστους και 4n-7 πλήθος εξισώσεις. Η 

τελευταία εξίσωση για να βρεθούν οι άγνωστοι είναι η  
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3 Μεθοδολογία 

Οι τιμές των δευτέρων παραγώγων του κανονικού δυναμικού που χρησιμοποιού-

νται στις εξισώσεις (2.1), (2.2) και (2.3) είναι προσεγγιστικές. Δηλαδή οι τιμές 

τους προσδιορίζονται στις προβολές των σημείων της φυσικής γήινης επιφάνειας 

πάνω στο ελλειψοειδές (η προβολή γίνεται κατά μήκος της καθέτου στο ελλειψο-

ειδές), ταυτίζοντας το αντίστοιχο τοπικό Καρτεσιανό σύστημα (xQi, yQi, zQi) που 

ορίζεται στην προβολή  Q1, Q2, ….. , Qn  του κάθε σημείου της φυσικής γήινης 

επιφάνειας  P1, P2, …, Pn  στο ελλειψοειδές με το τοπικό Καρτεσιανό (x, y, z) στο 

οποίο αναφέρονται οι μετρήσεις του ζυγού στρέψης. Είναι (Toth et al, 2001) 
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σε μονάδες μετρήσεως Eötvös (συμβολίζεται και με Ε, 1Eötvös = 10-9 sec-2). Όμως 

αυτά τα δύο Καρτεσιανά συστήματα είναι διαφορετικά μεταξύ τους. ‘Όπως προα-

ναφέραμε το τοπικό Καρτεσιανό σύστημα  (x, y, z) χρησιμοποιείται για όλη την 

περιοχή μελέτης. Επί πλέον υποθέτοντας την παραλληλία των τοπικών συστημά-

των (xQi, yQi, zQi) μεταξύ τους έπεται ότι Uxy = 0 για κάθε σημείο Qi. Στα σημεία P1, 

P2, …, Pn της φυσικής γήινης επιφάνειας ορίζουμε αντίστοιχα τα παρακάτω τοπικά 

Καρτεσιανά συστήματα με τον ακόλουθο τρόπο: 
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και hPi το γεωμετρικό υψόμετρο του σημείου Pi. Υποθέτουμε ότι τα συστήματα 
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(x1ι, y1i, z1i) παράλληλα μετατοπισμένα ως προς το (x, y, z). Από την παραπάνω 

σχέση έχουμε ότι 
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και (Hofmann – Wellenhoff, Moritz, 2006)  
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όπου (Manoussakis, 2013)  
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Θα προσδιορίσουμε τις διορθώσεις που θα εισάγουμε με τις σχέσεις (3.10) και 

(3.11). Επομένως 
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Ο πρώτος όρος ισούται περίπου με  
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όπου e΄ η δεύτερη εκκεντρότητα του ελλειψοειδούς, γ η τιμή της κανονικής βαρύ-

τητος πάνω στο ελλειψοειδές (στο σημείο Qi), α και b οι ημιάξονες του ελλειψοει-

δούς, και hPi το γεωμετρικό υψόμετρο του σημείου Pi στην φυσική γήινη επιφάνει-
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ζυγού στρέψης και η δεύτερη διαφορά υπολογίζεται στο σημείο Qi πάνω στο ελ-

λειψοειδές. Προκύπτει ότι  
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Ο διορθωμένος όρος που προτείνεται είναι ο παρακάτω 
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  (3.18) 

Από τις (3.17) και (3.18) παρατηρούμε ότι εάν κάνουμε τις πράξεις το μέγεθος της 

πρώτης παρένθεσης στο αριστερό μέλος σχεδόν διπλασιάζεται. Προσεγγιστικά για  

δg(Pi) = 50 mgal, hPi = 1000m και φ = 450  ο πρώτος όρος της σχέσης (3.17) είναι 

περίπου 1.6 mE και ο δεύτερος 46.9mE. Ο διορθωτικός όρος που εισάγουμε στην 

(3.17) (βλέπε σχέση (3.18)) είναι περίπου ίσος με 1.6mE δηλαδή μια συνεισφορά 

3,3% επί του συνόλου. 

 

 

4 Συμπεράσματα 

Στην εργασία αυτή έγινε μια σύντομη περιγραφή προσδιορισμού των στοιχείων 

της απόκλισης της κατακορύφου με μετρήσεις ζυγού στρέψης. Οι εξισώσεις για 

τον προσδιορισμό των αποκλίσεων της κατακορύφου εκτός από τις δεύτερες πα-

ραγώγους του γήινου βαρυτικού δυναμικού περιέχουν και τις δεύτερες παραγώ-

γους του κανονικού δυναμικού. Οι τιμές των πρώτων (των δευτέρας τάξεως παρα-

γώγων του γήινου βαρυτικού δυναμικού) προσδιορίζονται πάνω στην φυσική γήι-

νη επιφάνεια όμως για τις τιμές των δεύτερων (δεύτερες παράγωγοι του κανονικού 

δυναμικού) χρησιμοποιούνται αυτές που είναι πάνω στο ελλειψοειδές. Εδώ πα-

ρουσιάσαμε μια μέθοδο προσδιορισμού των δευτέρας τάξης παραγώγων του κανο-

νικού δυναμικού πάνω στην φυσική γήινη επιφάνεια. Η συνεισφορά των επί πλέον 

όρων της διόρθωσης είναι σημαντική και δεν μπορεί να θεωρηθεί ως αμελητέα. Οι 

όροι της διόρθωσης βελτιώνουν τις εξισώσεις για τον προσδιορισμό της απόκλισης 

της κατακορύφου πράγμα που θα οδηγήσει σε καλύτερα αποτελέσματα.  
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